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変量効果メタアナリシス

• 過去に行われた臨床試験の結果を統合し，関心
のある薬剤・治療法の治療効果 (副作用)を評価

• 変量効果モデル or固定効果モデルによる解析

• 変量効果 (モデルによる)メタアナリシス

• 統合する各試験の治療効果の違いを考慮
• 目的：平均治療効果と異質性 (治療効果の違
い)の大きさを評価
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変量効果メタアナリシスの例

• 線維筋痛症を対象にプラセボに対する抗うつ薬
の痛みの低減効果を評価 (Häuser et al., 2009)
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変量効果メタアナリシスの例

• 平均治療効果：−0.43 [−0.55, −0.30]
• 痛みの標準化スコアが負の値：抗うつ薬の有
効性を示唆

• 異質性の評価： ̂𝐼2 = 44.9% (𝑃 = 0.012)

• 𝐼2 = 異質性による分散
全分散

結果
プラセボよりも痛みの低減効果が高いが，異質性
評価基準の ̂𝐼2が 44.9%だった？？？
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変量効果メタアナリシスの問題点

問題点
誤用が極めて多い (Riley et al., 2011a)

• 44の Cochraneレビューを調査

• “治療効果の推定結果を正しく解釈”：0件

• 固定効果モデルの共通治療効果と同様に解釈 1

1 ̂𝐼2 解釈のための基準は存在 (Higgins et al., 2003)
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変量効果メタアナリシスの誤用

• 評価指標を別々に提示することが問題？
• 平均治療効果：−0.43 [−0.55, −0.30]

• 異質性の評価： ̂𝐼2 = 44.9% (𝑃 = 0.012)

Riley et al. (2011b)
両者を統合したような異質性の評価指標として
予測区間 (Higgins et al., 2009)の活用を強く推奨
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Higgins et al.の予測区間

• (同様の母集団を想定し)，将来 1つの試験を行
った時に治療効果が含まれるうる範囲を推定

• 予測区間： ̂𝜇 ± 𝑡𝛼
𝐾−2√ŜE{ ̂𝜇}2 + ̂𝜏2

𝐷𝐿

• 信頼区間： ̂𝜇 ± 𝑡𝛼
𝐾−1√ŜE{ ̂𝜇}2

• 𝜏2：異質性パラメータ (試験間分散), ̂𝜇：平均
治療効果の推定量

• 治療効果がどの程度ばらつくか評価できる
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既存法の問題点と研究目的

問題点
小標本 or異質性パラメータが小さい場合に,予測
区間の被覆確率が名義の値を大幅に下回る
(Partlett & Riley, 2017)

• 実際の統合試験数 ≤ 20がほとんど
(Kontopantelis et al., 2013)

研究目的
このような状況下でも名義の被覆確率を保つよ
うな予測区間の構築
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変量効果モデル (Cochran, 1937)

{ 𝑌𝑘 = 𝜃𝑘 + 𝜖𝑘
𝜃𝑘 = 𝜇 + 𝑢𝑘

, 𝑘 = 1, … , 𝐾.

• 𝑌𝑘：治療効果の推定値 (各臨床試験の結果)

• 𝜖𝑘 ∼ 𝑁(0, 𝜎2
𝑘)：試験内変動 (推定誤差)

• 𝑢𝑘 ∼ 𝑁(0, 𝜏2)：試験間変動 (𝜇からの違い)

• 𝜖𝑘と 𝑢𝑘の独立性を仮定

• 𝜃𝑘：真の治療効果, 𝜇：平均治療効果パラメータ
• 𝜎2

𝑘：試験内分散2, 𝜏2：異質性パラメータ

• 予測区間：𝜃𝑛𝑒𝑤 ∼ 𝑁(𝜇, 𝜏2)を含む範囲
2各臨床試験で精度良く推定されたと仮定; 𝜎̂2

𝑘 とする場合もある
9



平均治療効果の推定

• 点推定
̂𝜇 = ∑𝐾

𝑘=1 𝑤̂𝑘𝑌𝑘

∑𝐾
𝑘=1 𝑤̂𝑘

, 𝑤̂𝑘 = (𝜎2
𝑘 + ̂𝜏2)−1.

• 逆分散 (推定周辺分散)の重み付き平均

• ̂𝜏2：異質性パラメータの推定量

• 区間推定
̂𝜇 ± 𝑐𝛼ŜE{ ̂𝜇}

• ŜE{ ̂𝜇}：標準誤差推定量 (√1/ ∑𝐾
𝑘=1 𝑤̂𝑘など)

• 𝑐𝛼：𝑡分布の 100(1 − 𝛼/2)%分位点 𝑡𝛼
𝐾−1など 10



異質性パラメータの推定

• 多数あり：Sidik & Jonkman (2007), Veroniki et
al. (2016), Petropoulou & Mavridis (2017),
Langan et al. (2018)
方法 文献

Variance components [13]
Dersimonian–Laird [14]
Paule–Mandel [15]
Restricted maximum likelihood (REML) [14]など
Hartung–Makambi [16]
Sidik–Jonkman [17]
Empirical Bayes [18]

• これ以外にもたくさん (信頼区間も)
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Dersimonian & Lairdの推定量

̂𝜏2
𝐷𝐿 = max [0, ̂𝜏2

𝑈𝐷𝐿] , ̂𝜏2
𝑈𝐷𝐿 = 𝑄 − (𝐾 − 1)

𝑆1 + 𝑆2/𝑆1
.

𝑄 =
𝐾

∑
𝑘=1

𝑣𝑘(𝑌𝑘 − ̄𝑌 )2, 𝑣𝑘 = 𝜎−2
𝑘 ,

̄𝑌 =
𝐾

∑
𝑘=1

𝑣𝑘𝑌𝑘/
𝐾

∑
𝑘=1

𝑣𝑘, 𝑆𝑟 =
𝐾

∑
𝑘=1

𝑣𝑟
𝑘, 𝑟 = 1, 2.

E{ ̂𝜏2
𝑈𝐷𝐿} = 𝜏2. [∵E{𝑄} = 𝐾 − 1 + (𝑆1 − 𝑆2/𝑆1)𝜏2]

12



Higgins et al.の予測区間

̂𝜇 ± 𝑡𝛼
𝐾−2√ŜE{ ̂𝜇}2 + ̂𝜏2

𝐷𝐿

• ̂𝜏𝐷𝐿をプラグインした推定量

• 仮定 1：( ̂𝜇 − 𝜇)/ŜE{ ̂𝜇}が 𝑁(0, 1)で近似できる

• 仮定 2：(𝐾 − 2)( ̂𝜏2
𝐷𝐿 + ŜE{ ̂𝜇}2)/(𝜏2 + SE{ ̂𝜇}2)

が 𝜒2(𝐾 − 2)で近似できる

問題点
大標本で成立するが実際は𝐾 ≤ 20 (仮定 1:×
[Hartung, 1999];仮定 2: 明らかに ×かつ深刻)
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Partlett & Rileyの予測区間

̂𝜇𝑅 ± 𝑡𝛼
𝐾−2√ŜE𝐻𝐾{ ̂𝜇𝑅}2 + ̂𝜏2

𝑅

̂𝜇𝑅 ± 𝑡𝛼
𝐾−2√ŜE𝑆𝐽{ ̂𝜇𝑅}2 + ̂𝜏2

𝑅

• ̂𝜏2
𝐷𝐿を ̂𝜏2

𝑅 (REML推定量)に置換; ̂𝜇も ̂𝜇𝑅に

• ŜE{ ̂𝜇}を ŜE𝐻𝐾{ ̂𝜇𝑅} (Hartung & Knapp, 2001)
又は ŜE𝑆𝐽{ ̂𝜇𝑅}に置換 (Sidik & Jonkman, 2006)

問題点
Higgins et al. (2009)の予測区間と同様の仮定
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提案法：予測区間の改善方針

• Nagashima, Noma & Furukawa (2018)

• 仮定 1：小標本下でも近似精度の良い方法を

• Hartung (1999)：( ̄𝜇 − 𝜇)/SE𝐻{ ̄𝜇} ∼ 𝑡(𝐾 − 1)
および ( ̂𝜇 − 𝜇)/ŜE𝐻{ ̂𝜇} 𝑎𝑝𝑝𝑟𝑜𝑥.∼ 𝑡(𝐾 − 1)

• SE𝐻{ ̄𝜇} = 𝑤𝑘
𝑤+

1
𝐾−1 ∑𝐾

𝑘=1(𝑌𝑘 − ̄𝜇)2,

𝑤𝑘 = (𝜎2
𝑘 + 𝜏2)−1, 𝑤+ = ∑𝐾

𝑘=1 𝑤𝑘

• ŜE𝐻{ ̂𝜇} = 𝑤̂𝑘
𝑤̂+

1
𝐾−1 ∑𝐾

𝑘=1(𝑌𝑘 − ̂𝜇)2

• 仮定 2：近似しない： ̂𝜏𝑈𝐷𝐿の正確な分布を考慮

• 𝜃𝑛𝑒𝑤 ∼ 𝑁(𝜇, 𝜏2)の仮定も使う
15



提案法：予測区間の構成

• 以下の連立方程式から解を得る
{

𝜇̄−𝜇
SE𝐻{𝜇̄} = 𝑡𝐾−1 ∼ 𝑡(𝐾 − 1)
𝜃𝑛𝑒𝑤−𝜇

𝜏 = 𝑍 ∼ 𝑁(0, 1) ,

𝜃𝑛𝑒𝑤 = ̄𝜇 + 𝑍𝜏 − 𝑡𝐾−1SE𝐻{ ̄𝜇}.

• 上に 𝜏 の推定量を代入 (プラグインしない)

̂𝜃𝑛𝑒𝑤 = ̂𝜇 + 𝑍 ̂𝜏𝑈𝐷𝐿 − 𝑡𝐾−1ŜE𝐻{ ̂𝜇},

を用いて予測区間を構成する方法を提案した
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提案法：アルゴリズム

• パラメトリックブートストラップ法を利用 (確
率変数：𝑍 , ̂𝜏𝑈𝐷𝐿, 𝑡𝐾−1)

1. ̃𝜏𝑏は 𝐻 ̂𝜏𝑈𝐷𝐿
( ̂𝜏𝑈𝐷𝐿の正確な分布), 𝑧𝑏は 𝑁(0, 1),

𝑡𝑏は 𝑡(𝐾 − 1)から疑似乱数生成 (𝑏 = 1, … , 𝐵)

2. ̃𝜃𝑛𝑒𝑤,𝑏 ( ̂𝜃𝑛𝑒𝑤に ̃𝜏𝑏, 𝑧𝑏, 𝑡𝑏を代入)を計算

3. [ ̃𝜃𝑛𝑒𝑤,𝑙, ̃𝜃𝑛𝑒𝑤,𝑢],下限： ̃𝜃𝑛𝑒𝑤,𝑏の 100(𝛼/2)%分位
点,上限：100(1 − 𝛼/2)%分位点

問題点
𝐻 ̂𝜏𝑈𝐷𝐿

に従う乱数はどう生成すれば良い？
17



̂𝜏𝑈𝐷𝐿の正確な分布

• Confidence distribution (CD; Schweder & Hjort,
2002; Xie & Singh, 2013)を利用し,頻度論の枠
組みでパラメータの分布推定量を構成

(R1) 𝒴 × 𝛷 → [0, 1]なる関数 𝐻(⋅) = 𝐻(𝐲, ⋅)が以下
を満たすとき CDである (𝐲 ∈ 𝒴, 𝜙 ∈ 𝛷)

(R2) 各 𝐲 ∈ 𝒴について, 𝐻(⋅)が 𝜙について分布関数
である (右連続)

(R3) 真のパラメータ 𝜙0における 𝐻(𝐲, 𝜙0)を 𝐲の
関数と見た時,一様分布 𝑈(0, 1)に従う

• 𝜏2をパラメータとしてもつ 𝑄の正確な分布は
既知で計算が簡単 (Biggerstaff & Jackson, 2008)
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̂𝜏𝑈𝐷𝐿の正確な分布

• 以下が成り立つ (自明)

定理
統計量 𝑇 (𝐘)の分布関数 𝐹𝑇 (𝑡(𝐲), 𝜙)がパラメー
タ 𝜙 ∈ 𝛷 = [𝜙min, 𝜙max]について連続で狭義単調
減少 (増加も可)であれば, 𝐻(⋅) = 1 − 𝐹𝑇 (𝑡(𝐲), ⋅)
は 𝜙の CDとなる

• 𝐹𝑇 (𝑡(𝐲), 𝜙)の連続・単調性を確認⇒パラメー
タ推定量の分布を統計量から構成可

• 𝑄の分布は 𝜏2について連続・単調減少 (Jackson,
2013)⇒ 𝐻(⋅) = 1 − 𝐹𝑄(𝑞𝑜𝑏𝑠, ⋅)は 𝜏2の CD
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Rパッケージ

• pimeta (CRAN Task View: Meta Analysis)

20

https://cran.r-project.org/package=pimeta
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シミュレーション

• 詳細な条件は論文を参照 (𝜃𝑘 ∼ 𝑁(𝜇, 𝜏2)は共通)
(1) 正規分布から 𝑌𝑘, 𝜒2分布から 𝜎2

𝑘を生成
(Brockwell & Gordon, 2001)

(2) 正規分布から 𝑌𝑘, 𝜒2分布から 𝜎2
𝑘を生成, 𝜎2

𝑘の
1つを 10倍 or 0.1倍 (Partlett & Riley, 2017)

(3) 二項分布から生成したデータから推定した対
数オッズ比と分散を 𝑌𝑘, 𝜎2

𝑘とする (Sidik &
Jonkman, 2007)

• 提案法, Higginsらの方法 (HTS), Partlett & Riley
の方法 (HTS-HK, HTS-SJ)を比較

• 評価指標：𝜃𝑛𝑒𝑤 ∼ 𝑁(𝜇, 𝜏2)を含む割合
21



シミュレーション結果 1

●
● ● ●

● ● ●

●
● ● ● ● ● ●

●
● ● ● ● ● ●

● ● ● ● ● ●

●
● ● ● ● ● ●

● ● ● ● ● ● ●

K = 15 K = 20 K = 25

K = 3 K = 5 K = 10

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

0.80

0.85

0.90

0.95

1.00

0.80

0.85

0.90

0.95

1.00

τ2

E
m

p
ir

ic
a
l 
c
o
ve

ra
g
e
 p

ro
b
a
b
ili

ti
e
s

● Proposed
HTS
HTS−HK
HTS−SJ

22



シミュレーション結果 2 (10𝜎2
𝑘)
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シミュレーション結果 2 (0.1𝜎2
𝑘)
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シミュレーション結果 3 (𝜇 = 0)
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実データへの適用事例

• 線維筋痛症のデータに適用
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まとめ

• 変量効果メタアナリシスの誤用の現状と既存の
予測区間の問題点を紹介

• 既存法よりも性能の良い予測区間を提案
(Nagashima et al., 20183)

• 今後の課題：多変量アウトカムへの拡張,変量
効果分布の誤特定に関する研究など

3Preprint &このスライドは http://nshi.jp/から読めます
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異質性パラメータの REML推定量

• Harville (1977)：以下の式による反復計算

̂𝜏2
𝑅 =

∑𝐾
𝑘=1 𝑤̂2

𝑅,𝑘{(𝑌𝑘 − ̂𝜇𝑅)2 + 1/ ∑𝐾
𝑙=1 𝑤̂𝑅,𝑘 − 𝜎2

𝑘}
∑𝐾

𝑘=1 𝑤̂2
𝑅,𝑘

,

𝑤̂𝑅,𝑘 = (𝜎2
𝑘 + ̂𝜏2

𝑅)−1,

̂𝜇𝑅 =
𝐾

∑
𝑘=1

𝑤̂𝑅,𝑘𝑌𝑘/
𝐾

∑
𝑘=1

𝑤̂𝑅,𝑘.

• 初期値は Dersimonian & Lairdの推定値など
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ŜE𝐻𝐾{ ̂𝜇𝑅}と ŜE𝑆𝐽{ ̂𝜇𝑅}

ŜE𝐻𝐾[ ̂𝜇𝑅]2 = 1
𝐾 − 1

𝐾
∑
𝑘=1

𝑤̂𝑅,𝑘(𝑌𝑘 − ̂𝜇𝑅)2

∑𝐾
𝑙=1 𝑤̂𝑅,𝑙

,

ŜE𝑆𝐽 [ ̂𝜇𝑅]2 =
∑𝐾

𝑘=1 𝑤̂2
𝑅,𝑘(1 − ℎ̂𝑘)−1(𝑌𝑘 − ̂𝜇𝑅)2

(∑𝐾
𝑘=1 𝑤̂𝑅,𝑘)2

,

ℎ̂𝑘 = 2𝑤̂𝑅,𝑘

∑𝐾
𝑙=1 𝑤̂𝑅,𝑙

−
∑𝐾

𝑙=1 𝑤̂2
𝑅,𝑙(𝜎2

𝑙 + ̂𝜏2
𝑅)

(𝜎2
𝑘 + ̂𝜏2

𝑅) ∑𝐾
𝑙=1 𝑤̂2

𝑅,𝑙
.
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𝑄の正確な分布
• Biggerstaff & Jackson (2008)：パラメータ 𝜏2の
みの分布

𝑄 = 𝐙′𝐒𝐙 ∼
𝐾

∑
𝑘=1

𝜆𝑘𝜒2
𝑘(1),

det(𝐒−𝜆𝑘𝐈) = 0, 𝜆𝑘 ≥ 0, 𝜒2
𝑘(1)は独立 (𝑘 = 1, … , 𝐾),

𝐙 = 𝚺−1/2(𝐘 − 𝛍) ∼ 𝑁(𝟎, 𝐈), 𝐒 = 𝚺1/2𝐀𝚺1/2,
𝛍 = (𝜇, … , 𝜇)′, 𝚺 = diag(𝜎2

1 + 𝜏2, … , 𝜎2
𝐾 + 𝜏2),

𝟎 = (0, … , 0)′, 𝐈 = diag(1, … , 1), 𝐀 = 𝐕 − 𝐯𝐯′/𝑣+,

𝐕 = diag(𝑣1, … , 𝑣𝑘), 𝐯 = (𝑣1, … , 𝑣𝑘)′, 𝑣+ =
𝐾

∑
𝑘=1

𝑣𝑘.
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𝐻 ̂𝜏𝑈𝐷𝐿 に従う乱数の生成

• 逆関数法による乱数生成：𝐻(⋅) = 1 − 𝐹𝑄(𝑞𝑜𝑏𝑠, ⋅)
• 𝐹𝑄：パラメータ 𝜏2を持つ重み付き 𝜒2統計量
の分布関数 (計算アルゴリズム; Farebrother,
1984)

• 𝑞𝑜𝑏𝑠：𝑄の実現値
• 𝑈 ∼ 𝑈(0, 1)の時 𝐻−1(𝑈) ∼ 𝐻 より，

̃𝜏2 = 𝐻−1(𝑢)を数値的に [30]解いて乱数を得る

• ̃𝜏2 < 0のときは 0で置換
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シミュレーション条件 (1)

• 参考：Brockwell & Gordon (2001)

• 𝑌𝑘 ∼ 𝑁(𝜃𝑘, 𝜎2
𝑘), 𝜃𝑘 ∼ 𝑁(𝜇, 𝜏2)で乱数生成

• 𝜎2
𝑘は 𝜒2(1)に従う乱数を 0.25倍し, [0.009, 0.6]
の範囲で打ち切る

• 𝜏2 = 0.01, 0.05, 0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.5 (𝐼2は 29.8%,
66.0%, 79.1%, 88.2%, 91.8%, 93.7%, 94.9%に対
応)

• 𝐾 = 3, 5, 10, 15, 20, 25, 𝜇 = 0で固定 (性能に無
関係)

40



シミュレーション条件 (2)

• 参考：Partlett & Riley (2017)

• 𝑌𝑘 ∼ 𝑁(𝜃𝑘, 𝜎2
𝑘), 𝜃𝑘 ∼ 𝑁(𝜇, 𝜏2)で乱数生成

• 𝜎2
𝑘は 𝜒2(29)に従う乱数を 0.1/29倍し,そのうち
の 1試験を 10倍 or 0.1倍

• 𝜏2 = 0.01, 0.05, 0.1, 1 (𝐼2は 9.1%, 33.3%, 50.0%,
90.9%に対応)

• 𝐾 = 3, 5, 7, 10, 25, 100, 𝜇 = 1で固定 (性能に無
関係)
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シミュレーション条件 (3)

• 参考：Sidik & Jonkman (2007)

• 𝑋𝑗𝑘 ∼ 𝐵𝑖𝑛(𝑛𝑗𝑘, 𝑝𝑗𝑘), 𝑗 = 0, 1, 𝑝0𝑘 ∼ 𝑈(0.05, 0.65),
𝑝1𝑘 = 𝑝0𝑘 exp{𝜃𝑘}(1 − 𝑝0𝑘 + 𝑝0𝑘 exp{𝜃𝑘}),
𝜃𝑘 ∼ 𝑁(𝜇, 𝜏2), 𝑛0𝑘 = 𝑛1𝑘を 𝑈(20, 200)の整数部
分で乱数生成 (0セルがある時は +0.5)

• 𝑌𝑘 = log {𝑋1𝑘(𝑛0𝑘−𝑋0𝑘)
𝑋0𝑘(𝑛1𝑘−𝑋1𝑘)},

𝜎̂2
𝑘 = 1

𝑋1𝑘
+ 1

𝑛1𝑘−𝑋1𝑘
+ 1

𝑋0𝑘
+ 1

𝑛0𝑘−𝑋0𝑘
で算出

• 𝜏2 = 0.01, 0.1, 0.2, 0.4, 0.6 (𝐼2は 7.1%, 42.3%,
58.7%, 73.1%, 79.7%に対応)

• 𝐾 = 3, 6, 12, 24, 48, 96, 𝜇 = 0, −0.5, 0.5
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シミュレーション結果 3 (𝜇 = 0.5)
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シミュレーション結果 3(𝜇 = −0.5)
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平均治療効果の区間推定量

• 多数あり：Veroniki et al. (2018)

方法 文献 特徴

Wald [14] 正規近似
Wald+𝑡分布 [19] 𝑡𝐾−1分布
Quantile approximation [32] %点の数値的推定
Hartung–Knapp [33] 𝑡𝐾−1分布, SE修正
Sidik–Jonkman [34] 𝑡𝐾−1分布, SE修正
Profile likelihood [35] プロファイル尤度 CI
Higher-order likelihood [36] 高次漸近理論
Henmi–Copas [37] 公表バイアスの考慮
Resampling [38, 39] Resampling, Bootstrap
Permutation [40, 41] 並べ替え分布
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